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0.1 Model structure on category of small categories

small categoryを objectとし、functorをmorphismとした categoryを smcatと

書くことにする。

Definition 0.1.1

smcatにおけるmorphismである F : C −→ Dが

1. 　 weak quivalenceとは equivalence of category

2. 　 cofinrationとは F : ob(C) −→ ob(D)が単射

3. 　 fibrationとは任意の c ∈ C とDの isomorphismである h : F (c) −→ dに対

し、C の isomorphismである g : c −→ c′ が存在し、F (g) = hを満たす。

Lemma 0.1.2

F : C −→ D が fibrationであることと、0 : 0 −→ Iに対し RLPを持つことは同
値である。ただし、0は objectが一つで恒等射以外の morphismがないとし、 Iは

objectが２つでそれぞれの恒等射と、その間に isomorphismが一つしかないような
（合計４本しかない）small categoryとする。

proof)　　便宜上 ob(0) = {0} , ob(I) = {0, 1} , Hom(0, 1) = {f} , 0(0) = 0と
しておく。F : C −→ Dを fibrationとしたとき、
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の図式が可換とする。このとき、β(f) : β(0) = Fα(0)
∼=−→ β(1)に対し、fibrationの

定義から、g : α(∗) ∼=−→ c′ が存在し、F (g) = β(f)である。よって、

H : I −→ C

をH(0) = α(0) , H(1) = c′ , H(f) = gで定義すれば、図式を可換にする。

逆を示す。任意の c ∈ C とDの isoである h : F (c) −→ dを取る。

β : I −→ D
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を β(0) = F (c) , β(1) = d , β(f) = hで定義する。
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は可換なので、図式を可換にするH : I −→ Cが得られる。H(f) : H(0) = c
∼=−→ H(1)

を考えれば、FH(f) = β(f) = hである。
□

Definition 0.1.3

F : C −→ Dが essentially surjectiveとは、任意の d ∈ Dに対し、c ∈ C と Dの

isomorphismである F (c)
∼=−→ dが存在することである。

Lemma 0.1.4

F : C −→ D が weak equivalenceであることと、F が essentially surjectiveかつ
fully faithfulであることは同値である。

proof)　　 =⇒は簡単である。逆を示すと、

G : D −→ C

は d ∈ Dに対し、c ∈ C とDの isomorphismである F (c)
∼=−→ dが存在するため、こ

のような cを選んで G(d) = cと定義し、

G : Hom(d, d′) −→ Hom(G(d), G(d′))

は

Hom(d, d′)
∼=−→ Hom(F (c), F (c′)) F−1

−→ Hom(c, c′) = Hom(G(d), G(d′))

により定義する。ただし、最初の同型対応は、

f : d −→ d′ 7→ F (c)
∼=−→ d

f−→ d′
∼=−→ F (c′)

である。F (x) ∈ Dに対し、GF (x) ∈ Cを考えればnatural isomorphismのFGF (x)
∼=−→

F (x)があり、これより、αX : G ◦ F (x)
∼=−→ xが得られる。また、F ◦G ∼= 1は仮定

から明らかで、naturalも定義に従って確かめられる。
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□

Lemma 0.1.5

F : C −→ Dが

1. 　 acyclic cofibrationであることと、F ′ : D −→ Cが存在し、F ′ ◦F = 1C , F ◦
F ′

α∼= 1D , αF (C) = 1を満たすのは同値。

2. 　 acyclic fibrationであることと、F : ob(C) −→ ob(D)が全射かつ fully faith-
fullであることは同値。

proof)　　まず 1)から示す。F を acyclic cofibrationとすると、equivalenceであ
ることからその inverceを G : D −→ C とする。

F ′ : D −→ C

を

F ′(X) =





FF ′(X) = X X ∈ F (C)

G(X) X ∈ F (C)c

により定義し、F ′ : Hom(X, Y ) −→ Hom(F ′X, F ′Y )は、




Hom(X, Y ) = Hom(FF ′X,FF ′Y ) F−1

−→ Hom(F ′X, F ′Y ) X, Y ∈ F (C)

Hom(X, Y )
β∗β∗−1

−→ Hom(FGX, FGY ) F−1

−→ Hom(F ′X, F ′Y ) X, Y ∈ F (C)c

Hom(X, Y )
β∗−1

−→ Hom(FF ′X, FGY ) F−1

−→ Hom(F ′X, F ′Y ) X ∈ F (C), Y ∈ F (C)c

により定義すれば functorとなり、

αX : FF ′X −→ X =





1 X ∈ F (C)

βX X ∈ F (C)c

と定義すれば natural isomorphismである。逆は equivalenceであることは明らかで、

F : ob(C) −→ ob(D)

を考えると、x, y ∈ ob(C)に対し F (x) = F (y)とすると、x = F ′F (x) = F ′F (y) = y

より単射である。
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続いて 2)を示す。F を acyclic fibrationとする。F の inverceをG : D −→ C とす

る。F : ob(C) −→ ob(D)に対し、d ∈ ob(D)を取ると、f : FG(d)
∼=−→ dが存在する

ので、g : G(d) −→ cという isomorphismが存在し、F (g) = f であるため、F (c) = d

である。fully faithfulであるのは equivalenceから示される。

逆を示す。任意の c ∈ C と isomorphism である f : F (c) −→ d をとると、F :
ob(C) −→ ob(D)が全射であるため、c′ ∈ C が存在し、F (c′) = dである。よって、

f : F (c) −→ F (c′)であるが F−1(f) : c −→ c′ が isomorphismであるので fibration
である。あとは equivalenceであるが、Lemma 0.1.4を考えれば、fully faithful なの
は仮定から、あとは essentially surjectiveであるが、任意の d ∈ Dに対し、F (c) = d

となる cが存在するため、恒等射 F (c) =−→ dは isomorphismである。
□

Lemma 0.1.6

0 = {0} , 1 = {0 −→ 1} , 2 = {0, 1} , 3 = {0 ⇒ 1} とおく。F : C −→ D が

acyclic fibrationであることと、φ −→ 0 , 2 −→ 1 , 3 −→ 1に対し RLPを持つこ
とは同値である。

proof)　　 F を acyclic fibrationとする。このとき、

φ C

0 D
?

-

?
F

-

が liftを持つことは、F : ob(C) −→ ob(D)が全射であることから成り立つ。

2 = {0, 1} C

1 = {0 f−→ 1} D

?

-U

?
F

-
V

の可換図式においては、H : 1 −→ CをH(0) = U(0),H(1) = U(1)でV (f) = V (0) =
FU(0) −→ FU(1) = V (1) ∈ Hom(FU(0), FU(1)) ∼= Hom(U(0), U(1)) であるため、
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H(f)はこの imageにより定義すれば図式を可換にする。

3 = {0 ⇒f
g 1} C

1 = {0 h−→ 1} D

?

-U

?

F

-
V

の可換図に対し、H : 1 −→ C を H(0) = U(0),H(1) = U(1),H(h) = U(f) により
定義すると、FU(f) = V (h) = FU(g)より、U(f) = U(g)であるので図式を可換に
する。

逆に、F が φ −→ 0 , 2 −→ 1 , 3 −→ 1 に対し RLP を持つとする。φ −→ 0

が RLPを持つことから、F : ob(C) −→ ob(D)が全射であることがわかる。また、
F : HomC(X, Y ) −→ HomD(FX,FY )に関して、任意の f ∈ HomD(FX,FY )に関
して、
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f−→FY )

であるから、g = H(0 −→ 1) : X −→ Y を考えれば、F (g) = f であるから全射。今

度は、f, f ′ ∈ HomC(X, Y )に関して、F (f) = F (f ′)とする。今度は、

3 C

1 D
?

-
(X⇒f

f′Y )

?
F
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-
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F (f)−→FY )

であるから、f = H(0 −→ 1) = f ′ なので単射である。
□

Remmark 0.1.7

cofibrationは
I = {φ −→ 0 , 2 −→ 1 , 3 −→ 1}

で生成され、acyclic cofibrationは

J = {0 −→ I}
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で生成されている。

proof)　　 cofibrationは object対応において単射であった。よって、値域の object
の方が多いわけで φを定義域上の恒等射に貼り付けることにより、値域の objectを
増やせて、あとはmorphismの増減については言及されないので、2 −→ 1 , 3 −→ 1

により、morphismの増減を操作できる。

acyclic cofibrationは deformation retractのような状況になっているので、定義域
上の恒等射に 0 −→ Iを貼り付けることにより、objectを増やせ、しかも {0}につぶ
すことができる。

□

Theorem 0.1.8

Def 0.1.1により、smcatはmodel categoryとなる。

proof)　　 bicompleteは small categoryであるのよい。2-out-of-3は簡単に示せ、
retractは weak equivalence、cofibrationについて単純であり、fibrationに関しても
Lemma 0.1.2により lift propatyとして考えれば示せる。

I = {φ −→ 0 , 2 −→ 1 , 3 −→ 1}

J = {0 −→ I}
で定義すれば、これは Lemma 0.1.6 , 0.1.2、及び Remmark 0.1.7により generating
(acyclic)cofibrationsである。これを用いれば、liftと factorizationが示せる。

□


